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になってきた. ものとしては,これはセル構造オー トマ トン (cellularautomaton)と呼び
慣 らされてきたものと同 じであ
セル構造オー トマ トンは,よく知 られているように,vonNeumannが自己再生系のモデル
として導入 したものであり,オー トマ トンの立場からの長い研究の歴史がある.また,約 1
0年前に,Wolfram達がこれを複雑系のモデルとして研究するという視点から,コンピュー























有限集合A (例えば,A- (0,1),ただし, 0, 1は粒子の種類､
あるいは､その有無),





(例えば､L-Zとして,A- (-1, 0, 1〉)
A上の粒子配置のみにより決まり,Aに値をとる写像 f
(例えば､A- (-1,0, 1), f- ∫ (x-1,X｡,Xl))
Xからそれ自身への写像 では, TXの第 i座標が次のように決まるとき,格子L上の旦土星
学系であるという.
(TX) 1- f (xl十J,jをA)
このとき, fをでの局所写像 (localmap)という.
(iG,L)
次の例は､代数的構造 もあり､オー トマ トンとしても,力学系としても,問題意識に上 っ
たことはすべて判 っているものである｡
例1.A-Z/2Z- (0, 1〉 (0+0-1+ 1-0, 1+0-0+ 1- 1),L-Z,
A- (-1, 0, 1), f (x_1,X｡,Xl)-X-.+xl,つまり,
(TX)l-XHl+Ⅹ卜l
例えば,xが x .-o(Ⅹ≠o), X ｡-1のとき, Tを繰 り返 し作用させていくと､次の
ページの図 1のように, 1つのパターンが形成される.













図 1 .基本パ ター ン
x- ･･000()0 0 000001000000000 0 0 ･
TX- ･･00〔)000 0000101000()0000 0 0 ･ ･
T 2x- ･I00000 0 00010 0010000000 0 0 ･ ･
T 3x- ･･0oooo o o01010101000000 0 0 ･
丁 ■lx- ･･ooooo o 010000000100000 0 0 ･ ･
T Sx- ･･ooooo o 101000001010000 0 0 ･ ･
T 6x- ･･ooooo 1000100010001000 0 0 ･ ･
T Tx- ･･oooolq…1.01010101010100 0 0 ･
T 8x- .･oool0 0 000000000000010 0 0 ･ ･
7 9x- ･･001010 0000000000001010 0 ･ ･
T lDx- ･･01000 100000 0000001000 1 0 ･ ･
(これをスケールし直す と,あるフ ラ クタル集 合が得 られる. )
次の例は,ほとんど自明な例である.
例 2. A- (0, 1),L-Z,A- (-1, 0, 1),
f (x_.,x｡,x.)-1 (x-1X｡X1-111)o (その他)
このときは,x- (xt)の中に0があれば, Tを施す毎に,左右 1つずつ0が増えて-い
き,結局,
TnX一 ･･･00000000････



























































2. シフ トと可換な写像 (Hedlundの定理)
セル力学系を定義 した土俵を思い起こそう.
有限集合A (例えば,A- (0, 1),以下では,アルファベットと称する),
格子 L (例えば, L-Z-整数の全体),
AL (つまり､L上の粒子配置x- (x(),各格子点 iにAの
元x.を与えたもの)
Lは格子であるから,その上には平行移動がある.例えば,L-Zならば,その平行移動は
次の変換o･から生成 される.0-は通常, (左)とヱ上 と呼ばれる.
(qx) (-xL十l
(例えば,
x- . 0010101000011101110 ･･･
ならば,
qx- ･･･0010101000011101110･I･ )




を総称 して,記号力学系､あるいは､単に､シフ トという.これに対 して,X-ALである
こ~とを明示 したいときは,フルシフ ト (fullshift)ということにする.
以下では, L-Zの場合のみを考える.
公理A系など,典型的に複雑な振る舞いを見せる微分可能力学系 (M,h)は,すべて,
記号力学系によって実現できることが知 られている.実際に力学系 (M, h)を解析する際




定義 2. 記号力学系 (x,q)がマルコフシフ ト,あるいは,有限型 シフ トであるとは,
あろ非負整数 pと,直積Ap十lの部分集合Wによって,
Ⅹ-Ⅹ (W)
:- (x- (xt) : (xl,XHl, - ･,XL･,)ぢ W)
と表されることをいい,Wをその構造集合という.
とくに, p- 1のマルコフシフ トは単純マルコフシフ トという.
型且｣ Ⅹ- (Ⅹ- (xl) :_XlXt十1-00,01,10)
のとき, (X,0-)は11が現れないという禁制律に従 うマルコフシフ トである.












乱立｣ (続き) A- (0, 1),-W- (00, 01, 10)より､グラフとその隣接行














一般に,Xからそれ自身 (または,別のシフ ト)への写像 では,




























れたものである.同型問題は (純粋)数学 としては基本的な問題であるから, 1つの分野を
形成 しており, この方向での文献は相当数に上る. しか し,それを紹介することは本報告の
目的ではないので省略する.ただ,その中から生 まれたソフイック系の概念は自然なもので
あり,以下で も用いることになるので,紹介 しよう.
･定義 3. 記号力学系 (Y,q)があるマルコフシフ ト (X, q)の,あるセル力学系 T
による像になっているとき,つまり,
Y-TX
と表 されるとき,記号力学系 (Y, cr)はソフイツク (sophic)であるといい, (X, q)
を (Y,q)の､マルコフ被覆という.
ソフイック系 (Y,g)においては,上で注意 したことから,マルコフ被覆 (X,U)香
単純マルコフシフ トの選び,セル力学系の局所写像を定義する範囲Aを2点集合に取ること
ができる.その上で (X, cr)を有向グラフで表現 しておくと,セル力学系の局所写像 fは
グラーフの各辺 にYのアルファベッ トの元を対応させる写像 となる.その元は各辺に与えたラ
ベルと考えることが出来る.即ち,ソフイツク系 (Y,cr)は, ラベル付 き有向グラフに対
応 させ ることが出来る.





これに対応するソフイツク系を (Y,g)とすると,このグラフでは, 0か ら1に行 くと次















(☆) Y- (y- (yl) :各 iとj≧0に対 して,
y .yI.1･･･y.十)≠0)
ただ し,0はSの元で､ S0-0s-0を満たすものとする.
定義 3' 記号力学系 (Y,cr)がある有限半群Sを用いて, (☆)によって表される
とき,記号力学系 (Y,cT)はソフイソク (sophic)であるという.
注意.この定理2は抽象的な形で述べているが､実際は､対応するラベル付き有向グラフ
から, 0と1を要素とする行列からなる半群によりSを構成する (また､構成 し直す)こと
が出来, Oは零行列 となる.この際の行列の積は, (0, 1)をブール代数 と考えて定める.
例4. (続 き) 例4のソフイツク系 (Y,J)では､そのラベル付 き有向グラフを呪ん
で,ブール代数 (0, 1〉上の2次正方行列M‥ M.を
･.-口･ Mb-L o.ユ
により定めると,これらか ら乗法に関 して生成される半群が,上の定義 2'の条件 (☆)を
満たす半群Sである.
























定義 4. 力学系 (M, h)に対 して, hのn回の繰 り返 しhnのもつ不動点の数を
F (n)-♯ (x :hRx-x) (n≧1)
と書き,ペキ級数Z (t)を
Z (t)- exp (∑ F (n) t∩/ n)
で定め,力学系 (M, h)のゼータ関数 という.






Z (t)- 1/ det (Ⅰ- tM)
で与えられる.
例5. 例 3のマルコフシフ ト (X,α)の場合,アルファベットは A〒 (0, 日 ,檎
造集合はW - (00,01, 10)であったから,x- (x .) がXに属することは,つね
に
x IX H 1- 00,01,10
を満たすことと同値である.





X L+n= X I
と同値である.
よって,crnの不動点xは
M (x｡,x l) -M (xl,x2) - ･･･-M (xn-.,x｡) - 1
を満たすアルファベ ットのn個の元 x｡,xl,x2, ･･･, Xn_1
と1対 1に対応する.
ゆえに,
F (n) - trMn.
これより,
Z (t)- exp (∑ F (n) t∩/ n〉
- exp (∑ tr t爪Mn/ n)
- exp (tr∑ tnMn/ n)
-exp (-trlog(I-tM))





定義 5. 記号力学系 (x,α)に現れる長さnの単語 (有限文字列)の総数をN (∩)
として,その増大度




遡且 ｣ 例3のマルコフシフ ト (X,q)の場合,
X IX 2I'IXIl
が長さnの単語であることは､
M (x l,x2) = ･･.- M (xn-I, Xn) - 1
を満たすことと同値だから,上で成分がすべて1のベク トルを表すと,
N (n)-<Mn-li,i>
よって,行列Mの最大固有値を人とすれば, 入- (1+√5.)/ 2 (黄金数)であり,
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h (X,q)ニー log (Z (t)の最小の正の極)
なお,古典的な積分方程式論との類比から,･行列式
D (t)-det (Ⅰ- tM)
はこの記号力学系のフレドホルム行列式 と呼ばれているこの言葉を用いると,








再び,例 3の単純マルコフシフ ト (X,cr)を考えよう.このとき,構造集合は,
W〒 (00･01･10)
であり,文字列 11はXに現れることは出来ない一. したがって,Ⅹに現れる文字列は, 0が








軌道基 Bは一般には有限とは限 らない.また. 1つのBにより,Xを尽 くすことも一般に
はできず,そのときには､ Bを複数用意することになる.
定理 5. 記号力学系 (X,q)が唯 1つの軌道基 Bから生成されるとき,そのフレドホ
ルム行列式は次のようになる.
D (t)-1-∑ tL (b)
ここで,和∑は軌道基 Bについて取り, 1 (b) はBの元 bの単語としての長さである.一
般に,Xが軌道基BI,B,, ･･.,Bnから生成される場合は,それぞれの軌道基に対応
するフレドホルム行列式をDl(t),D2 (t), ･･･,Dm (t)とすれば,
D (t) -DL(t) D2 (t) ..･Dn ( t)
となる.
例3の単純マルコフシフ ト (X,q)のときは,
B- (0,01), I(0)-r, I(01)-2
より,






D (t) - 1-∑ tl b`'- 1- t- t之









証明は初等的なものであり,記号基の元を並べて得 られる周期列 と,Xに現れる周期点 との
対応を丹念に調べればよい.








(Y,q)をソフイック系として,セル力学系 で :Y-･Yrによる像 T (Y)がYの真部分
集合になる場合は, Tを散逸系と考えることが出来る.このような場合は,




定義 6. コンパク ト力学系 (羊, f)において､Xの空でない閉部分集合Aがア ト.ラク
タであるとは､次の条件を満たすAを含む開集合Uが選べることをいう.
Uの閉包 cIUの像 f (CIU)がUに含まれ,
Aは f爪U,n≧1,の共通部分である.
また,集合の包含関係に関 して極小なア トラクタを極小ア トラクタという.
セル力学系に関 して少 し詳 しい情報を述べるためには, さらに次の概念が必要である.
定義 6'. コンパク ト力学系 (X, f)におし.1て､Xの空でない閉部分集合Qが,加算
無限個のア トラクタAnの共通部分として書けるとき,準ア トラクタであるという.
また,集合の包含関係に関 して極小な準ア トラクタを極小準ア トラクタという.
これ らの概念を用いると,セル力学系の時間が無限大での状況は,次のように分類される.
(M.Huxley,ErgodicTheoryandDynamicalSystems10(1990))
定理 6. フルシフ ト上のセル力学系 Tに対 して,次のうち 3つのうちのいずれか 1つが
成立する.ただ し,〟はフルシフ ト上の一様ベルヌ⊥イ測度 とする.




〃 ( T~nA)- 1
(2)極小準ア トラクタQが唯 1つ存在する. このとき,次のことも成 り立っ.
oIQ-Q,
L ( T~nQ)-1 または L (Tのchaincomponent)-0
(3)非加算無限個の準7 トラクタが存在する. このとき, Tの chaincom-
ponentの basinの測度はすべて 0に等 しい.
上の (1)は (ベルヌーイ測度に関 して)ほとんどすべての点が唯 1つのア トラクタに吸
い込まれてい くというもので,通常よく扱 う微分可能な力学系のイメージか らもわかりやす
い. しか しとくに, (3)はわかりにくいかも知れない. これは次のような状況を表 してい
る.
セル力学系では, シフ トと可換であるが故に,"大 きな" (準)ア トラクタが壊れる場合








定理 7. (T.Namiki) (X,q), (Y,q)をソフイック系として,セル力学系で:
X-Yを考える.Tの局所写像 fの選び方は1通 りでは昼いが,次の極限は, (Y,q)の
任意の不変確率ボレル測度〃に関 してほとんどすべての点 yに対 して,存在 し,かっ, Tを
表す局所写像 fの選び方によらない.
h (y ;T) - 1im n~110g♯ f~l([y]∩)
ただ し,♯ f~1 ( [y]～)は単語 [y]A-y｡yl･･･yn-1の局所写像による逆像の個
数であり,degreefunctionと呼ばれる.
さらに, (Y,q)の不変測度Lがエルゴー ド的ならば,
〟に関 してほとんどすべての点 yに対 して, h (y)-定数 .
注意. もちろん､上の定数は,セル力学系Tと (Y,q)の不変確率ボレル測度 L毎に決ま
り,これは,不変測度付 き力学系 (Y, J,〟)に対する不変量である. とくに,FEが 1つ




上の量 h (y ;丁) に対 して,いくつかの重要な性質が成 り立っことが判 っている.その
中で も,次の性質は不変量 h (y ;丁)の導入の正当性を保証するものである.
定理 8. (T.Namiki) (X, cT)をソフイソク系, Tをその上のソフイック系,Y-T
(x) とする. i'を (X, J)の任意の不変確率ボレル測 度,〟をTによって (Y,U)上
に誘導 される不変確率ボレル測度 とすると,測度論的エン トロピーに関 して次のことが成 り
立っ.
(1)一般に,不等式
h (X,J, i/)≦h (Y,o･, p)+∫h (y ;T)L (dy.)
が成 り立っ.
(2) もし, 〟,〟が (Bowenの意味で)ギッブス測度ならば,等式







なお, この種の定理によくあることであるが, (1)は成 り立つが (2)が成 り立たない例
は今のところ知 られていない. (おそらく,かなり病的なものと予想 される.)
-.付記
以下, ここでは紹介できなかった,ソフイツク系に対 して一般的に成 り立っ事実,および,












2)記号力学系の間の位相同型は有限個の2部 コー ドの合成で表現できる. (M.Nasu.Erg
odicTheoryandDynamicalSystems6(1986).265-280)




H (x)+H (gx)+･･･+H (crkx ) (x-Ty)
-H (y)+H (qy)+- ･十H (qky)
が成 り立つと･き,加法的保存量であるという.
(たとえば,T.HattoriandS.Takesue.Physica49D(1971))
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